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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Seien Ai beliebige σ-Algebren über Ωi, i = 1, 2, und T : Ω1 → Ω2 eine Abbildung.
Zeigen Sie, dass{

T−1(B) : B ∈ A2

}
und

{
B ⊂ Ω2 : T−1(B) ∈ A1

}
wieder σ-Algebren auf Ω1 bzw. Ω2 sind.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Wir definieren

Fd =
{
∪nj=1 [aj, bj) : n ∈ N, aj, bj ∈ Rd

}
.

Sei O(Rd) die Menge aller offenen Teilmengen des Rd, A(Rd) die Menge aller
abgeschlossenen Teilmengen des Rd und K(Rd) die Menge aller kompakten Teil-
mengen des Rd. Zeigen Sie,

B(Rd) := σ
(
Fd

)
= σ

(
O(Rd)

)
= σ

(
A(Rd)

)
= σ

(
K(Rd)

)
,

wobei B(Rd) die Borel-σ-Algebra über Rd bezeichnet.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei B(Rd) die Borel-σ-Algebra über Rd, d ∈ N. Für c ∈ N sei T : Rc → Rd stetig.
Zeigen Sie, dass T eine B(Rc)/B(Rd)-messbare Abbildung ist.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Sei a ∈ Rd. Es seien Am∗ die σ-Algebra aller m∗-messbaren Mengen1 und B(Rd)
die Borel-σ-Algebra über Rd.

(a) Zeigen Sie, dass
Ta(x) := x+ a, x ∈ Rd,

sowohl Am∗/Am∗-messbar als auch B(Rd)/B(Rd)-messbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass m ◦ T−1
a = m sowohl auf B(Rd) als auch auf Am∗ gilt.

Zusatz: Sei r ∈ Rd\{0} und

Hr(x) := r · x, x ∈ Rd.

Begründen Sie, warum m ◦H−1
r = m/|r|d für Rechtecke der Form [a, b) gilt.

1Siehe Theorem 3.2.
1


